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1. Inleiding

In rapport 3 176(M 65) (par. 7 en 8) werd sangegeven hoe men
voor de Toets van WILCOXON, met behulp van tabellen en benade-

ringen, de kritleke zones en overschrijdingskansen kan vinden.
In par. 9 werd opgemerkt, dat men deze tabellen en benaderingen
nlet kan gebruiken, als m en m klein zijn en bovendien de groe-
pen gelljke wacrnemingen veel in grootte verschillen: in deze
gevallen zal men de verdeling van\ﬂond@r de getoetste hyoothese
dus exact moeten berekenen.
In di1t rapport zullen wij aangeven hoe men deze exacte verdeling
kKan berekenen en teven- hoe men in deze gevallen de kritieke
zones £n oversgschri jdingskansen defini&ert.

De berekenlingen vergen aanzienlijk veel meer tijd dan de niet-
exacte =n zullen dus 1n de regel slleen in ultzonderingsgevallen
ultgevoerd worden.,

2. Berekening van de exacte verdeling van W onder de getcetste
hj_y__“pothese H o
De twee steekproeven x,x,, . . . ,%,  €n Y,Y,, - - .,4Y, kan men als

vVOoLlgt samenvatten:

Tabel 1

Wezarnemingsschems

Voorkomends |  Aantal malen, dat |
.z, optreect bi:
steekproetf - 1 > ’ J | totaal
z 2 _ o T
) =] gl -1
7 . a . [oJ8 T
Z manat — ""'""'? ‘r
q ﬁ .@ |
f 1
| a |

Hierin zljnagymmrwpux&de voorkomende steekproefwaarden gerang-
schik®T naar opklimmende grootte;anw en m de steekproefgrootten:

t,5.. . ..t de grootten der groepen gelijke waarnemingen en a.

....?_“ e A

(resp. b, ) het aantal malen, dat w, 1n de eerste (resp. tweede)
steekproef optreedt.



D« kans dcdata,,a,, . .. ,Qy CE Vacrden o, o, - .- Q, gannemnen onder Ae

hypothese H, en bij ¢¢ gevonden waarden voort .o

e O B MR

, ,gkwordt

gegeven coor de (k-1) -dimensionale nypergeometrische verdelilng:

1

P[Q,,mo,“g,zral, .- .,Q,&m Q%lt,,“bm,. . .,’t&; Hc.] = l)
(&) (&) - - (%

()

452"

Nu worden, blj de gegeven wearden van v s ent, ,t,....,%, alle

(1)

mogell jke combinaties ven CM,QQ,-*.WCWLOQgGSChTCVGH ¢ voor i1ede -~
re combinatie de waarade van de toetsingsgrootheid W berekend,
zoals aangegeven is in rapport S 176(M 65),

Met behulp ven formule (1) wordt dian, voor ieder der mogeli jke
combinaties de kans berekend, dat die combinatie, blj d¢ gege-
ven waarden van v, m aen t,,%,, . . .., optre-dt als de getoelste

hypothese H_ JulstT 153.

Voorbeeld 1
Bij het in rapport 3 176(M 65) beschreven voorbeeld 6 (per. 9)

vindt men het volgende waernemingosschema:

&

Tabel 2
Verbeteringsgra.d van patienten
A en B

behandeld met de geneesmidde len

J

-

Aental patiréEnten meT
ce betreflfende verbe-
ceringsgraad DLlJ £a-
neesmiade L

Verbeterings-

L totaal
g]‘f’ e NS

ki dmitfer  Wiedeoh  Wfos  Shman bl amisds AN AEEE DR N

S A2 W o el el PPl el
1) (QJ** ol (5o 3 tabellen voor deze binomiselcoé&fficiénten

vindt men o.a. 1in [2] :
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Met behulp van formule

Verdeling van W onder de hypothege

1

T4 = 1, €

Voorpee Lld 2
Stel dat

Twee woarden

00,0559
0,0699
00,0250
0, 0699
00,0839
00,0559
00,0027
0,02050
0, 1679
0, 0240
00,0093

de stochastiasche

1

cl = 3.

1) vindt men nu:s

Hy voor m = 5, n = 10,

grootheden ¢ en y slechts de

% on %, kunnen aannemen en det men, big 8 waar-

nemingen van x eén O van y het volgends wasrnemlngsschema vindt:

wonilewi

Voorkomen

sTeekproe

waarden

Waarnemingsschema

de |
f ~

Aantal malen, dat

TR

£ s
1

Tabel 4

ontreedt 1]

Op de bovenaangegeven wijze vindt men hier:
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Bij voorbeeld 1 18 W=23 ; de linksdénzijdige overschrijdings-
kans hiervan 15 (2ie tabel 3):

P[w £27) = 0,0233 + 0,0186 + 0,0559 = 0,0978.

De rechtseenzlijdige overschrijdingskans van W=27 1is

Plw227l =1 -P[w<e7] =1 - (0.0233 + 0,0186) = 0,9581.

L

Biligj voorbeeld 2 1y W=22; voor de linkséenzijdige overschrij-
dingskans vindt men hier 0,0629; voor de rechtséénzijdige 0,9970.
Bl) symmetrische verdelingen wordt als tweezijdige kritieke
zone met onbetrouwbacrhecidsdromnel &« gewoonlljk een Tinks en een
rechtséénzijdipge genomen, ieder met ~nbetrouwbaarheidsdrempel
écxm Deze tweczl)jdige kritieke zone wordt aangegeven door Z .

De tweezljdige overschri dingskans 1s dan gelijk aan tweemaal

de kleinste cénzlijdige . Bij asvmmetrische verdelingen heef' T deze
methodae echter het bezwacr, dat er een groot verschil kan ont-
staen tussen «L en de werkelil jke onbetrouwbaarheid. Als de klein-
sTe ol de grootste waarde, die W aan kan nemen, ecn waarschin-
lijkheid >§;¢ heel't, wordt do¢ zo gedefinieerde kritieke zone
bovendien eenxzijdig. Het verschil tussen « en de werkelijke on-
betrouwbearheid is dan 2 =gl .

Bl voorbeeld 1 bhestaat de kritieke zone £ met onbetrouw-
bacrheldsdrempel 0,05 uit d¢ waardenW=16: 87: 92 en 98 (zie
teabel 3) De werkelijke onbetrouwbeaarheid is 0,0333. Bij voor-
beeld 2 vindt men voor de kriticke zone Z mnet oo = 0,05 de waarde
W=8; de werkeli (ke snicetrouwba.rheid is: 0,0030 )(hier is de

kritieke zone Z dus cenzigdig).

Bly zsymmctrische verdelingen komon nu verschillende andere
methoden in cenmerking. Bl voorbeeld 2 (waar men te doen heeft
met een asymmetrische verdeling met <én top) kan men een twee-
z1lJdige kriticke zone vormen door de waarden vanW met de klein-
ste waarschijgnlijgkheden bijeen te zoeken totdat de gekozen on-
beTtrouwbaarheidsdrempel het tocvo.zen van cen nieuwe waarde Vver-
hindert. Deze kriticke zone wordt cangegeven door Z, . De over-
schrijdingskans wordt hier de som van de waarschiinlijkheden die

coevonden waarde

e —

niet groter zijn dan de waarschijnlijkheid van de
van W,

(J

BiJ voorbeeld 2 bestaat de kritiekc zone Z, met onbeltrouw-
baarheidsdrempel 0,05 uit de wasrden W =8 en W= 78; de werke-
11 jke onbetrouwbaarheid is 0,0030 + 00,0280 = 0,0310., De over-
8chrijdingskans van de gevonden waarde W = 22 is:




0,0599 + 00,0030 + 00,0230 = 0,0909.
De kritiecke zone Z, heeft echter bili) asymmetrische vordellngen
met meer dan <én ton (dus gevellen ols die van voorbeeld 1) het

bezwaar dat het linker- en rcchterdecl der kritieke zone nicet

h

N [
L]

ieder een aaneengesloten geheecl vormen. Bij voorbeeld 1 bestads
de kritieke zone Z, met onvbetrouwbaszrheidsdrempel 0,05 uit de
waardenWs= 49; 5&: 66: 67; 72: 75: 76: 78;: 873 92 en 98; de

werkeli jke onbetrouwbaarhcid is 0,0470.

Om te komen tot een algemene methode voor het stapsgewl]s
opbouwen van cen twocziljdige kriticke zone, die de genoemde T~
delen nict bezit en die voor symmetrische verdelingen met de
gebruikeli gke overeenstemt, stellen wiy cerst een aental prin-
cipes vast, die wij bl deze opbouw 1n de aangegeven volgorde
willen toepassen. Deze nrincipes zijn:

a) het linker- en rechtoerdeel der kritieke zone vormen DL

icdere stap ileder cen aancengesloten geheel,

b) alle waerden, die tot cen kritickes zone behoren, bersren
ook tot alle kriticke zones met groterce onbeftrouwbady -
he idsdrempe 1

c) bij ilcdere stap wordt het verschil tussen de onbetrouw-
beurhceden van het linker- «n roechterdeel van de kritieko
zonhe 1n absolute waarde zo klein mogell gk gehouden,

d) de¢ onbetrouwbzarhceid van do kritieke zone wordfi, voor
icdere onbetrouwb carhe idsdremocl o« , zo dicht mogell ik
iy o« gehoudon, ‘

e) indien d¢ principes =, . .,d bilg cen bepaaclde stapxhiﬁt

P

cin, doch twee mogelijks nicuwe waarden aanwiljzen &18
volgende bouwsteen voor de kriticke zone, worden dezo
tegelijk aan oe kKriticke zone toegevoegd.
Deze princines sluiten dus de bovenbeschreven methoden ( Z en
Z,) als algemene metheden uit ¢n lciden in symmetrische gevalien
tot Z= 4, . Verd r wordt een oncdubbelzinnlige opbouw verkregaen,
die op aanschouwcli jke wijze, als volgt beschreven kan worden:
Volgens principe ¢ kiczen wij van de grootste en de Kleln-
ste waarde die W zan ken nemen degene met de kKleinste waafschijmw
11 gkheid; zi1jn de waarschignli jkheden van deze twee waardeéen adan
elkaar gelijk dan nemen wij beide waarden (principe e¢). De vol-
gende waarde van W , die wij bi; de kritieke zone nemen, 1is *cn
waarde links of een waarde rechts zodat het linker- en rechter--
deel derkritieke zone icder cen aancengesloten geheel vormen



(principe a) cn dat het verschil tussen de onbetrouwbaarhed:n
links en rechnts in absolute wasrde zo klein mogelijk is (prin-
cipe c¢). Wij vervolgen deze opbouw door ledere keer links of
rechts een waarde vanw bilj de¢ kritiecke zone te nemen Totdat de
gekozen onbetrouwbcarheidsdrempel het toevoegen van een nieuwe
waarde verhindert.

Als het Towvoegen van een waarde links in absolute wazarde
hetzelfde verschil fTussen links en rechts geeft als hel Toevoegen
van ecn waarde rechts dan wordt van deze twee waarden degene met
de kleinste wecarschijnli jkheid toegevoegd (princioce b en d) .
Tenslotte: is het verschil tussen links en rechts in een bepaald
stadium gell jk aan O en hebben de volgende linker- en rechter-
waarde van W dezelfde waarschijnligkheid dan worden beide wacorden
toegevoegd (of als men daarmee o overschri jdt, geen van belde
(principe e).

Wiy zul.en de zo gaedefinicerde kritieke zone aandulden als

Z . .

7
De tweezijdige overschrijdingskens wordt gedefinieerd als
de onbetrouwbsarheid van d¢ kleinste kritieke zone Z,, die de
gevonden waarde vanw bevat.
Bij voorbeceld 1 vestaat de tweeczijdige kritieke zone £, met
onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05 ult de waardenWs= 16; 87; 92 en 98 ;
de werkell ke onbetrouwbacrheid wordt hicr 0,0333.

In tabel 6 staan voor leder der mogelljke waarden vanw bil]

voorbeeld 1 de volgens Z, gedeflinicerde tweeziljdige overschrij-
dingskansen vermeld (kolom (2} ). In de¢ kolommen (3) en (%)
staan de tweezijdige overschrijdingskansen, die men vindt met
behulp van de normale benadering (zie rapport S 176 (M65),

par. 8); bij kolom (3) is geen continuiteitscorrectie toe ge -

past; bij kclom (4) cen continuiteltscorrectie ter grootte van
1.

De cijfers tussen haakjes 1in kolom (2) geven de volgorde
aan waarin de wacrden van W blj de kritieke zone genomen zljn.



Tabel O

Fxacte ¢n benacerce Twecezl jdigo ovarsehri;dingskansen bijy voorbeeld 7

Wmmﬁ

(0 | @] () (4)

Tweczl jdlge) overschril gdingsekans

benaderd

e A , e 1.
EXact | SOonNoer

continulteltscorrectie

16 0,05%353 (4 0,027 1 00,0272
g 0,0760 (6 0,0950 ~ O, 1074

) 0, 1036 0, 1416
) O, 2542 ‘ 0, 2846
) 0, 3472 0, 3844
) | 0,4238 0,4592

1) 10,5897 0,6384
) 0,68972 O, 7414
) 0, 8414 | 0, 83966
) 0, Chlo ‘ d

gy d O, QU442

573 00,8134 (05) 0,414 0., 8966
55 0,6616 (23) | 0,7hd 0, 7877
58 0,637 2 O, R0 0,6384

S } O, 5H86 _ 0, 5892
SRRl ‘ 0, 5020

G, 3B 7o 0, 3844

| O, R2OUE _ 0, 3174

‘ O, 9052 - 0, 2846

O, 180 0, 2040

! O, 7410 . 0, 1586

) | 0,0950 ; 0, 1074
S ) | 0, 0813 0, 0950
\ ; 0, 0602 0,0702
O,0376 | O, 0444

)

3 | 00,0132 “ 00,0160
)
)

0, 0050 0,0060
00,0012 _ 0, 0016



gens formule (1) ) grotor is
o , Can z1 n sowel de¢ Con-

kans > , zodat men In dit ge

&

heh—eft uit te roekinen.

2, Heeft mcn do gehele exacte verdeling bereke

¥

’ \ . ot o o, PR S -
kKleinste eenzijdige overschrl ding

Pparnit i

. T Iy, ! .‘:J:J" ,r' m
de gevonde
Lk 'y B " o gL R
Lo

SkKAans van
J. LJ 2 ey %S:V el \ m . #‘«z 8

van Wse, don is de tweoezi jdige overschrijdingskans ook

zodatlt men +a 41T gmvwﬂmchwawm 7 gﬁigg kritieke zone niet m%pﬁw
te benalen.
3. De bovenveschreven methode om de

te bercekenen, kan men ook toooassen als

B e s o S . - my .y . NP .
mingen zign, dus als $,=4 VOoOr 1cderc a

OVETY 1n

L

P[&imat.;g"lmmﬁla~- - gﬁma,ﬂ%H@

In dit geval is hct echter veel hondiger om de exacte verdeling

van W onder dc hypothese Hote berekenen zoals aangeg

even 1g in

,,,,,
LY

{ﬂ} , d.w.Z. Tte werken mct do

voorstelt onder de hypothese
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H, Plim waarnemingen van g (N m Waarncmingen

L

Ecen dergeli ke rocursicformule 18 nict

dit rapport behandelde alpcmene geval,
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